TL Chopitre S : lnfeqrotion On la note : (notation die a Leibniz, au XVIléme siecle)

b b b
f f(x)dx ou f fw)du ou f f(t)dt
Dans tout le chapitre, le plan est 2] a a a
muni d’un repére orthogonal, . J K 1.3. Fonction confunmne positwe :
YAy Ay /
non nécessairement normé. On S S S L e e s . , b , .
R S ol A Défiunition : Iintégrale de a a b de f, notée [ f(x)dx, est I'aire exprimée en
appelle unité d’aire (u.a.) 'unité olo ; 3 3 a
du rectangle OIK]. unités d’aire du domaine délimité par la courbe de f, I'axe des abscisses, les
1- Notion dintégrole : droites d’équation x = a et x = b. On parle également d’aire sous la courbe de f
. sur [a; b].
1.1. Fonetfion covstante : [a; B] ‘ .
I |
Soit f une fonction définie sur ]a; b[ par f(x) = ¢, ¢ > 0. On appelle intégrale de i 5 |
I |
f sur [a; b] I'aire du rectangle défini par la courbe de f, I'axe des abscisses, les 1 4 :
droites d’équation x = a et x = b et qui vaut c(b — a), en unités d’aire. } - :
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Lorsque ¢ < 0, par convention, I'intégrale de f sur ]a; b[ et 'opposée de I'aire ci- l P |
dessus : c(b — a), il s’agit donc d’une aire algébrique, négative en ce cas. | :
I _2 |
| I
1.2. Foncfion en escolier : Rge : f; f(x)dx = 0, car I'aire est alors réduite a un segment.
Dans le cas d’une fonction
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en escalier, I'intégrale de ; ; ; i i i ] ;
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gebrid ) ; ; L9 v ! 2.1. Exferuion de e définition :
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. . , | J | [ ] | ’ . . ey . > .
aires étant comptées W77/ L_L __________ ‘L | 1 : Dans le cas d’une fonction contlnbue positive et sia = b, alors :
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positivement si elles sont [ | ‘ | | f dx = _f ) dx
au-dessus de I'axe (Ox) Viiilig, 0 K LA a f b f
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négativement sinon, et : v j
toujours en unités d’aire. 1 : E : ! ‘ :




2.2. Relation de Clhasles :

Théovéme : fest une fonction continue sur un intervalle I. Quels que soient

lesréelsa,b,cdansl,ona:

facf(x)dx = fabf(x)dx + J:f(x)dx

2.3. Lunborifl .

fet g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, 4 un réel. Quels que

soientlesréelsaetb dans/ona:

b b b
f (f(x) + 2g(x)) dx =f fl)dx +/1f g(x)dx
2.4. Volewr moyenne .

fest une fonction continue sur un intervalle I. Quels que soient les réels distincts

a, b dans I, la valeur moyenne de f sur [a; b] est :

1 b
p=r— j f()dx
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Il s’agit de la hauteur du rectangle de base (b — a) dont I'aire est égale a l'aire

sous la courbe de f sur [a; b].

Thiéovéme : fest une fonction continue sur un intervalle I. Quels que soient

les réels distincts a, b dans I, il existe un réel ¢ €]a; b| tel que

b
[ rode=0-ar©

2.5. Siyne de Uinttqrole, encadirement .

Si pour tout réel x de [a; bl ona f(x) > g(x), alors f; fx)dx > f; g(x)dx.
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3- Prumifves
3.1. Definifion :

fest une fonction continue sur un intervalle I. Une primitive de f sur I est une

fonction F dérivable sur I et telle que, pour tout x de I : F'(x) = f(x).

Thiéovéme : f est une fonction définie sur un intervalle I. Si F et G sont des

primitives de f sur I, alors il existe un réel k tel que pour tout x de I :

F(x) =G(x) + k.

Covollaire : Un couple de réel (xy;y,) étant donné, il existe une unique
primitive de f telle que F(xy) = yo.
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3.2. Primitues dune fonetion confinne :

Thiovéme : f est une fonction continue définie sur un intervalle I, a un réel
de I. Alors la fonction définie sur I par

F(x) =j f()dt

est 'unique primitive de f qui s’annule en a.




4- Colewd de primitives :

4.1. Fonetions wsumelles :

Fonction f Prm;.t've Sur l'intervalle I = ---
a (constante) ax R
e R sin=0
x" meZ—-{-1}) ]—;0[ou
n+1l 190;40] sin<-1
1
— 2Vx 0; 400
N Vx ] [
1
- Inx 10 ; +oo[
X
e* e* R

4.2. Formuwdes génbroles :

Les opérations sur les fonctions dérivables et la définition d’une primitive

conduisent immédiatement aux résultats suivants :

e SiF et G sont resp. des primitives sur un intervalle I des fonctions f et g,
alors F + Gest une primitivesur I de f + g.

e SiF est une primitive sur un intervalle I de fet A un réel, alors AF est une

primitive sur I de Af.

e Attention, comme pour les formules de dérivées, on ne peut pas juste
intégrer un produit ou un quotient « en colonne » !

. Primitive
Fonction f F Remarques
WUt (n € Z— (1)) untt Pourn ’< —1, seulement si u ne
n+1 s’annule pas sur [.
v 2vu > 0 surl
— u u sur
N
u’ Inu u>0surl
u In(—u) u<0surl
u'e et
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5- Colewnd Lintégroles :
Théoréme : f est une fonction continue sur un intervalle I, F une primitive

de f surl, a et b deux réels de I. Alors
b
b
f f(x)dx = F(b) — F(a), souvent noté [F(x)] a
a

3
Exemyple : Une primitive de f(x) = x2 est F(x) = x?, donc :

fi%t—tgz—B 0 8
o ~[3]0 3 3 3
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